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Nombres de Fibonacci

Définition
] FO =1
o F1 =1

@ Fph=F, >+ F,_q1pourn>2

Question

Quelle est la complexité des algorithmes de calcul des
nombres de Fibonacci ?
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Algorithme récursif

Fonction Fib (n)

début
sin < 2 alors
| retourner : 1
fin
retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2)
fin
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Algorithme récursif

Pendant le calcul de F,
@ a, : nombre d’appels a la
fonction Fib
@ S, : nombre d’additions

Fonction Fib (n)

début
si n < 2 alors

| retourner : 1 Exemples
fin @ ap=a=0

retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2) © =2

fin @ az = 4
@ 55=5=0

@ S = 1

@ 53=2

@ Etc.
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Algorithme récursif

Pendant le calcul de F,
@ a, : nombre d’appels a la
fonction Fib
@ S, : nombre d’additions

Fonction Fib (n)

début

sin<2alors Relations de récurrence
| retourner : 1

fin o ap=1+a,1+1+a,2

retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2) © Sn=58p-1+ 1+
fin
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Algorithme récursif

Suites auxiliaires

(] aln = an + 2
/
Fonction Fib (n) ® Sp=5n+1
debqt Des grands classiques
si n < 2 alors
| retourner : 1 °o gy =4 =2
fin °a,=a, +a, ,
retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2) 0 5,=5,=1

L I o /
fin O S =8,1+S, 5
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Algorithme récursif

Suites auxiliaires

o aln:an+2
@ s, =5+ 1

Fonction Fib (n)

debst:tn ~ 5 alors Dérécursivisation
n
ﬁ\n retourner : 1 0 d,=Kyx (%) pour n > 2
n
retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2) 0 s, =Ksx (Lf) pourn > 2

fin
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Algorithme récursif

Pendant le calcul de F,
@ a, : nombre d’appels a la
fonction Fib
@ S, : nombre d’additions

Fonction Fib (n)

début
si n < 2 alors Pour n > 2
| retourner : 1 - n
i 0 a,= Ky x (1+2\/5 _9

retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2) .
fin 0 sp=Ks x ( =

S

),
)

1

'\)‘
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Algorithme récursif

Hypothéses

@ Chaque appel a Fib prend un
temps constant

@ Chaque addition prend un
temps constant

@ (A prendre avec précautions)

Fonction Fib (n)

début

si n < 2 alors
| retourner : 1
fin
retourner : Fib(n — 1)+Fib(n —2)  1emPps de calcul de £,
fin o Combinaison de a, et s,

o Dutype K x (%)n
o Croissance de type
exponentiel par rapport a n
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Algorithme récursif

Fonction Fib (n)

debqt Vérification expérimentale
si n < 2 alors
| retourner : 1 v scilab
fin

retourner : Fib(n — 1)+Fib(n — 2)
fin
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Algorithme itératif

Fonction Fib (n)

début
sin< 2alors
| retourner : 1

sinon

Donner a x la valeur 1

Donner a y la valeur 1

foride 2ando
Donner a temp la valeur x + y
Donner a x la valeur y
Donner a y la valeur temp

end

retourner : y

fin

fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Algorithme itératif

Fonction Fib (n)

Pendant le calcul de F,

début

fin

sin< 2 alors

sinon

fin

@ Dans la boucle : 1 addition et
3 affectations

@ n— 1 passages dans la boucle

@ Au total : n — 1 additions et
3(n — 1) affectations

retourner : 1

Donner a x la valeur 1

Donner a y la valeur 1

foride 2ando
Donner a temp la valeur x + y
Donner a x la valeur y
Donner a y la valeur temp

end

retourner : y
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Fonction Fib (n)

Pendant le calcul de F,

début
sin< 2 alors

fin

retourner : 1

sinon

fin

Donner a x la valeur 1

Donner a y la valeur 1

foride 2ando
Donner a temp la valeur x + y
Donner a x la valeur y
Donner a y la valeur temp

end

retourner : y

@ Dans la boucle : 1 addition et
3 affectations

@ n— 1 passages dans la boucle

@ Au total : n — 1 additions et
3(n — 1) affectations

Hypothéses

@ Chaque affectation prend un
temps constant

@ Chaque addition prend un
temps constant

@ (A prendre avec précautions)
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Fonction Fib (n)

Pendant le calcul de F,

début

fin

sin< 2alors
| retourner : 1

sinon

Donner a x la valeur 1

Donner a y la valeur 1

foride 2ando
Donner a temp la valeur x + y
Donner a x la valeur y
Donner a y la valeur temp

end

retourner : y

fin

@ Dans la boucle : 1 addition et
3 affectations

@ n— 1 passages dans la boucle

@ Au total : n — 1 additions et
3(n — 1) affectations

Temps de calcul de F,

o Dutype K x n
o Croissance de type linéaire
par rapport a n

Vérification expérimentale

— Scilab



Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
000e000000 00000000000 00000000000

Intermede

Remarque

Conséquence

n—1
(5 ) (32)7 (1) mon
n
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Multiplication matricielle

Nombre d’opérations élémentaires

a1 ap b1 1 b1,2>
a1 ap boq1 boo

a;1big +ajobo1 ai1be1 + ai2bop >
a1b11+ aoboy ax1bip+ @ oboo

— 4 additions et 8 multiplications



Les nombres de Fibonacci Les tris
0000080000 00000000000

Version matricielle

Fonction Fib (n)
début
si n < 2 alors

| retourner : 1
sinon

Donner a x la valeur ( ? 1 )

Donner a y la valeur ( 1 )

Donner a x la valeur ExpRap(x,n—1)
Donner a y la valeur xy

Donner a z la valeur y[2, 1]

retourner : z

fin

fin

Pour aller plus loin
00000000000



Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
0000080000 00000000000 00000000000

Version matricielle

Fonction Fib (n)

début Pendant le calcul de F,
sin< 2alors Calcul d
| retourner : 1 ® Calcul de ExpRap(X,n —1)
- @ Calcul qe Xy
@ Affectations, etc.

Donner a x la valeur ( ? 1 )

Donner a y la valeur ( 1 )

Donner a x la valeur ExpRap(x,n—1)
Donner a y la valeur xy

Donner a z la valeur y[2, 1]

retourner : z

fin
fin
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Version matricielle

Fonction Fib (n)

début Pendant le calcul de F,
sin< 2alors Calcul d 1
| retourner : 1 ® Calcul de ExpRap(X,n —1)
- @ Calcul qe Xy
@ Affectations, etc.

R 0 1
Donner a x la valeur 1 1
Calcul de ExpRap(x,n—1)

N 1
Donner a y la valeur ( 1 ) Dans le pire des cas :

Donner a x la valeur ExpRap(x,n—1) o |n— 1] divisions

Donner a y la valeur xy @ 2|n — 1| multiplications
Donner a z la valeur y[2,1] o Attention : multiplications
retourner : z matricielles !

fin

fin
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Version matricielle

Fonction Fib (n)

début Pendant le calcul de F,
sin< 2alors Calcul d 1
| retourner : 1 ® Calcul de ExpRap(X,n —1)
- @ Calcul qe Xy
@ Affectations, etc.

R 0 1
Donner a x la valeur 1 1
Calcul de ExpRap(x,n—1)

N 1
Donner a y la valeur ( 1 ) Dans le pire des cas :

Donner a x la valeur ExpRap(x,n—1) o |n— 1] divisions
Donner a y la valeur xy o 8|n— 1| additions
Donner a z la valeur y[2, 1] o 16|n — 1| multiplications

retourner : z

fin
fin
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Version matricielle

Fonction Fib (n)
début Pendant le calcul de F,

i 2al
s‘l nr:touar:;‘f: 1 @ Calcul de ExpRap(x,n— 1)
sinon @ Calcul qe Xy
0 1 @ Affectations, etc.
Donner a x la valeur ( 1 1 )
Hypothéses

Donner a y la valsur ( 1 ) @ Chaque affectation prend un

Donner & x la valeur ExpRap(x,n— 1) temps constant

Donner a y la valeur xy ° Chaque.operanon

Donner a z la valeur y[2,1] arithmétique prend un temps
| retourner : z constant
fin @ (A prendre avec précautions)

fin
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Version matricielle

Fonction Fib (n)

début Pendant le calcul de F,

i 2 alor:
s‘ nr:touarr:)ers' 1 @ Calcul de ExpRap(x,n—1)
@ Calcul de xy

sinon .
0 1 @ Affectations, etc.
Donner a x la valeur ( 1 1 )
1 Temps de calcul de F,
Donner & y la valeur ( 1 ) o Dutype K x |n|
Donner & x la valeur ExpRap(x,n — 1) o Croissance de type .
Donner a y la valeur xy logarithmique par rapport a n
Donner a z la valeur y[2, 1]
retourner : z Vérification expérimentale
fin
— Scilab

fin
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Encore Fibonacci

Fonction Fib (n,adresse du tableau T)
début
% F, pas encore calculé %
si T[n] = 0 alors
sin<1alors
| Donner a T[n] la valeur 1
sinon
Donner a T|[n] la valeur Fib(n—1,
adresse de T)+Fib(n — 2, adresse
de T)
fin

fin
% Fp contenu dans T[n] %
retourner : T[n]

fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Encore Fibonacci

Fonction Fib (n,adresse du tableau T)

début @ Un algorithme récursif qui
% Fp pas encore calculé % évite de calculer plusieurs fois
si T[n] = 0 alors les mémes valeurs en
sin < 1alors remplissant un tableau avec
| Donner a T[n] la valeur 1 les valeurs déja calculées
sinon @ Sa complexité est en O(n),

D(;)nner adT[7r_1] la yaleur inbijn -1, puisque chaque case du
adresse de T)+Fib(n — 2, adresse tableau est remplie une seule
fi o 1) fois

in

fin
% Fp contenu dans T[n] %
retourner : T[n]

fin
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Encore Fibonacci

Fonction Fib (n,adresse du tableau T)

début @ Cet algorithme utilise et
% Fn pas encore calculé % modifie un tableau créé en
si T[n] = 0 alors dehors de la fonction
sin <1 alors elle-méme
| Donner a T[n] la valeur 1 e Variable »globale »
sinon o Passage « par valeur » du
Donner & T[n] la valeur Fib(n — 1, paramétre T
adresse de T)+Fib(n — 2, adresse @ Cet algorithme restera
de T) théorique parce-qu’il semble
fin que Scilab n‘autorise pas le
fin passage par adresse, ni la
% Fp contenu dans T[n] % modification des variables
retourner : T[n] globales...

fin
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Fibonacci avancé

Variante de la définition par récurrence
@ =1
o F1 =1
@ Pourtout k > 1
o Fox=F2+F2,
o Fokyt = (2Fk_1 + Fk) x Fk = (2Fky1 — Fk) x Fk

Remarque
Preuve facile par récurrence
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Toujours Fibonacci

Fonction Fib (n)
début
sin<1alors

| Donner a F la valeur 1
sinon
si n impair alors
Donner a k la valeur 251
Donner a F; la valeur Fib(k — 1)
Donner a F; la valeur Fib(k)
Donner a F la valeur (2F; + F2) x F
sinon
Donner a k la valeur J
Donner a F; la valeur Fib(k — 1)
Donner a F, la valeur Fib(k)
Donner a F la valeur FZ + FZ

fin

fin
retourner : F

fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Toujours Fibonacci

Fonction Fib (n)

début
sin <1 alors
| Donner a F la valeur 1 @ Un algorithme récursif dans
sinon lequel la variable n est divisée
si n impair alors par 2 a chaque appel récursif
Donner a k la valeur % @ La hauteur de la pile des
Donner a Fy la valeur Fib(k — 1) appels récursifs est donc en
Donner & F; la valeur Fib(k) O(log n)
Donner & F la valeur (2F; + F2) x F, @ Mais on calcule plusieurs fois
sinon les mémes valeurs, comme
Donner a k la valeur J dans l'algorithme récursif naif
Donner a F; la valeur Fib(k — 1) @ Lensemble des appels
Donner a F; la valeur Fib(k) récursifs forme un arbres
Donner & F la valeur F2 + F2 binaire, dont le nombre de
fin noeuds est exponentiel en sa
fin hauteur, i.e. en O(n)
retourner : F

fin
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Toujours Fibonacci

Fonction Fib (n)

début
sin<1alors
| Donner a F la valeur 1 @ La complexité de cet
sinon algorithme est du méme ordre
si n impair alors que le nombre d’appels
Donner a k la valeur 251 récursifs, donc en O(n)
Donner a F; la valeur Fib(k — 1) @ On peut se ramener & une
Donner & F; la valeur Fib(k) complexité en O(log n) en
Donner & F la valeur (2F; + F,) x Fp utilisant un tableau global pour
sinon stocker les valeurs déja
Donner a k la valeur J calculées, comme
Donner a F; la valeur Fib(k — 1) précédemment
Donner a F, la valeur Fib(k)
Donner & F la valeur F2 + F2
fin
fin
retourner : F

fin




Fibonacci, un dernier

Fonction Fib2 (n)

début

fin

si n= 0 alors
| Donner a u lavaleur (0, 1)
sinon
sin=1 alors
| Donner a ulavaleur (1,1)
sinon
si n impair alors
Donner & k la valeur 25
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
(V1P + vi2?, (2v[1] + v(2]) x v[2])
sinon
Donner a k la valeur 3
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
((2vi2] = vI1]) x vi2], v[1]? + v[2]?)

fin
fin

fin
retourner : u




Fibonacci, un dernier

Fonction Fib2 (n)

début

fin

si n= 0 alors
| Donner a u lavaleur (0, 1)
sinon
sin=1 alors
| Donner a ulavaleur (1,1)
sinon
si n impair alors
Donner & k la valeur 25
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
(V1P + vi2?, (2v[1] + v(2]) x v[2])
sinon
Donner a k la valeur 3
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
((2vi2] = vI1]) x vi2], v[1]? + v[2]?)

fin
fin

fin
retourner : u

@ Un algorithme récursif dans
lequel on calcule deux valeurs
successives (Fp_1, Fp)

@ La hauteur de la pile des
appels récursifs est toujours
en O(log n)

@ Mais on ne calcule plus
plusieurs fois les mémes
valeurs

@ La complexité de cet
algorithme est donc en
O(log n)



Fibonacci, un dernier

Fonction Fib2 (n)

début

fin

si n= 0 alors
| Donner a u lavaleur (0, 1)
sinon
sin=1 alors
| Donner a ulavaleur (1,1)
sinon
si n impair alors
Donner & k la valeur 25
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
(V1P + vi2?, (2v[1] + v(2]) x v[2])
sinon
Donner a k la valeur 3
Donner a v la valeur Fib2 (k)
Donner a u la valeur
((2vi2] = vI1]) x vi2], v[1]? + v[2]?)

fin
fin

fin
retourner : u

@ On utilise les deux formules
pour Foi1 selon sa position
dans le vecteur

@ Pour récupérer Fp, on appelle
Fib2(n)[2], pour n > 0

@ C’est diablement compliqué...
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Algorithme 28 : Tri par sélection

Entrée : Un tableau T de n entiers
Résultat : Le tableau T trié

deébut
variables locales : Des entiers k, i, imax, temp
pour k de na 2 par pas de —1 faire
% recherche de 1’indice du maximum : %
Donner a imax la valeur 1
pour i de 2 a k par pas de 1 faire

si T[imax] < T[i] alors

| Donner a imax la valeur i

fin
fin
% échange : %
Donner & temp la valeur T[k]
Donner a T[k] la valeur T[imax]
Donner a T[imax] la valeur temp

fin
fin
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Tri par sélection

début
pour k de na 2 par pas de —1 faire
Donner a imax la valeur 1
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIK|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

fin

fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Pour aller plus loin
Tri par sélection
début Pendant le tri
ébu o
pour k de n a 2 par pas de —1 faire ° S\Zi?ri[?:]es de l'indice du
Donner a imax la valeur 1 Eoh
pour i de 2 & k par pas de 1 faire L SETENEER

si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIk|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

fin

fin
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Tri par sélection

O®000000000

début

fin

pour k de na 2 par pas de —1 faire
Donner a imax la valeur 1
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIk|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

fin

Pour aller plus loin
00000000000

Pendant le tri

@ Recherches de l'indice du
maximum
@ Echanges

Colt des échanges
« pour k de na 2 par pas de —1 »
@ n— 1 échanges, c.-a-d.
3(n — 1) affectations.
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début

fin

pour k de na 2 par pas de —1 faire
Donner a imax la valeur 1
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIk|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

fin

Pour aller plus loin
00000000000

Maximum parmi k éléments

@ une affectation
@ k — 1 passages dans la boucle

sur i
@ Dans la boucle sur i

@ une comparaison
e au plus une affectation

Au total
o Au plus

o k affectations
o k — 1 comparaisons
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Pour aller plus loin
Tri par sélection
32but Recherches de maximum
ébu .
pour k de n a 2 par pas de —1 faire [P b de.n HE[ER B es =1
Donner a imax la valeur 1 @ Affectations : au plus
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T|[i] alors n+(n—1)+...+2
| Donner a imax la valeur i 5
fin _rtn-2
fin 2
Donner & temp la valeur T[k] @ Comparaisons :
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp (n=1)+(n-2)+...+1
fin nz _n
fin

2
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début

fin

pour k de na 2 par pas de —1 faire
Donner a imax la valeur 1

pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIk|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

fin

Pour aller plus loin
00000000000

Pendant le tri
o Affectations : au plus
P2 +3(n—1)
o Comparaisons : 75"

Hypotheses

@ Chaque affectation prend un
temps constant

@ Chaque comparaison prend
un temps constant

@ (A prendre avec précautions)
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début
pour k de na 2 par pas de —1 faire

fin

fin

Donner a imax la valeur 1
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[imax] < T[i] alors
| Donner a imax la valeur i
fin
fin
Donner & temp la valeur TIk|
Donner & T[k] la valeur T[imax]
Donner & T[imax] la valeur temp

Pour aller plus loin
00000000000

Pendant le tri

o Affectations : au plus
n2+2{772 + 3(n _ 1)2
o Comparaisons : 75"

Temps de calcul

@ La partie de degré 1 en n est
négligeable devant la partie en
n? quand n devient grand

@ Dutype K x n?

@ Croissance de type
quadratique par rapport a n

@ On dit que l'algorithme est en
O(r?)
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Algorithme 29 : Tri par insertion

Entrée : Un tableau T de n entiers
Résultat : Le tableau T trié

début
variables locales : Des entiers k, i, v
pour k de 2 a n par pas de 1 faire
Donner & v la valeur TI[K]
Donner a i la valeur k — 1
% décalage des éléments pour 1l’insertion : %
tant que /i > 1 et v < TJ/] faire

Donner a T[i + 1] la valeur T[i]

Donner a i la valeur j — 1
fin

% insertion proprement dite : %
Donner a T[i + 1] la valeur v

fin
fin
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Tri par insertion

début

pour k de 2 a n par pas de 1 faire

Donner a v la valeur TIK]

Donner a i la valeur k — 1

tant que / > 1 et v < T[/] faire
Donner & T[i + 1] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i — 1

fin

Donner a T[i + 1] la valeur v

fin
fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Tri par insertion

Pendant le tri

@ Décalages
début @ Insertions
pour k de 2 a n par pas de 1 faire
Donner a v la valeur T[k]
Donner a i la valeur k — 1
tant que /i > 1 et v < T[/] faire
Donner & T[i + 1] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i — 1
fin
Donner a T[i + 1] la valeur v

fin
fin
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Tri par insertion

Pendant le tri

@ Décalages
début @ Insertions
pour k de 2 a n par pas de 1 faire
Donner a v la valeur TIK] Colt des insertions
Donner a i la valeur k — 1 « pour k de 2 a n par pas de 1 »

tant que /i > 1 et v < T[/] faire
Donner & T[i + 1] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i — 1

fin

Donner a T[i + 1] la valeur v

o n— 1 affectations

fin
fin
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0000000000

Tri

par insertion

000@0000000

début

fin

pour k de 2 a n par pas de 1 faire
Donner a v la valeur T[k]
Donner a i la valeur k — 1
tant que /i > 1 et v < T[/] faire

Donner a i la valeur j — 1
fin
Donner a T[i + 1] la valeur v

fin

Donner & T[i + 1] la valeur T[i]

Pour aller plus loin
00000000000

Décalages parmi k éléments

@ deux affectations

@ au plus k — 1 passages dans
la boucle tant que

@ Pour la boucle tant que

e deux comparaisons
e deux affectations

Au total

o Au plus
o 2(k—1)+2=2k
affectations
0 2(k—1)+2=2k
comparaisons



Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
0000000000 000@0000000 00000000000

Tri par insertion

Décalages
«pour k de 2 a n par pas de 1 »
@ Affectations : au plus

début
pour k de 2 a n par pas de 1 faire

Donner? yla valeur T[K] 2x(2+3+...4n)
Donner a i la valeur k — 1
tant que /i > 1 et v < TJi] faire =P +n-2
Donner & T[i + 1] la valeur T[i] .
Donner & i la valeur j — 1 @ Comparaisons : au plus
fin 5
Donner a T[i + 1] la valeur v n+n-2

fin
fin
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Pour aller plus loin
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Tri par insertion

début

pour k de 2 a n par pas de 1 faire

Donner a v la valeur T[k]

Donner a i la valeur k — 1

tant que /i > 1 et v < T[/] faire
Donner & T[i + 1] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i — 1

fin

Donner a T[i + 1] la valeur v

fin
fin

Pendant le tri

o Affectations : au plus
P +n-2+(n-1)

o Comparaisons : au plus
" +n-2

Hypothéses

@ Chaque affectation prend un
temps constant

@ Chaque comparaison prend
un temps constant

@ (A prendre avec précautions)
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Pour aller plus loin
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Tri par insertion

début

pour k de 2 a n par pas de 1 faire

Donner a v la valeur T[k]

Donner a i la valeur k — 1

tant que /i > 1 et v < T[/] faire
Donner & T[i + 1] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i — 1

fin

Donner a T[i + 1] la valeur v

fin
fin

Pendant le tri

o Affectations : au plus
m+2n-3

o Comparaisons : au plus
" +n-2

Temps de calcul

@ La partie de degré 1 en n est
négligeable devant la partie en
n? quand n devient grand

@ Dutype K x n?

@ Croissance de type
quadratique par rapport a n

@ On dit que I'algorithme est en
O(r?)
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Algorithme 30 : Tri a bulles

Entrée : Un tableau T de n entiers

Résultat : Le tableau T trié

début
variables locales : Des entiers k, i, temp
% pour chaque passe : %

pour k de n a 2 par pas de —1 faire
% on fait remonter le plus grand
pour j de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
% échange de TI[i] et de T[i—1]
Donner a temp la valeur T[i]
Donner a T[i] la valeur T[i — 1]
Donner a T[i — 1] la valeur temp
fin
fin

fin
fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Tri a bulles

début
pour k de na 2 par pas de —1 faire
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
Donner a temp la valeur TTi]
Donner a T[i] la valeur
T[i—1]
Donner a T[i — 1] la valeur
temp
fin

fin

fin
fin

Pour aller plus loin
00000000000



Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
0000000000 00000@00000 00000000000

Tri a bulles
début Pendant le tri
pour k de na 2 par pas de —1 faire @ Echanges

pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
Donner & temp la valeur T{[i]
Donner a T[i] la valeur
Tli—1]
Donner & T[i — 1] la valeur
temp
fin

fin
fin

fin
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Tri a bulles
début Pendant le tri
pour k de na 2 par pas de —1 faire @ Echanges
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors Colt d’un échange

Donner & temp la valeur T{[i]
Donner a T[i] la valeur
Tl —1]
Donner & T[i — 1] la valeur
temp

fin

o trois affectations

fin
fin

fin
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Tri a bulles

Les tris
0O0000@00000

début
pour k de na 2 par pas de —1 faire

fin

fin

pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
Donner & temp la valeur T{[i]
Donner a T[i] la valeur
Tli—1]
Donner & T[i — 1] la valeur
temp
fin

fin

Pour aller plus loin
00000000000

Boucles sur i
@ k — 1 passages
@ une comparaison
@ au plus un échange

Boucles sur i

o Au total

o k — 1 comparaisons
o au plus k — 1 échanges
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Pour aller plus loin
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Tri a bulles
début Boucles sur k

pour k de na 2 par pas de —1 faire
pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
Donner & temp la valeur T{[i]
Donner a T[i] la valeur
Tli—1]
Donner & T[i — 1] la valeur
temp
fin

fin

fin
fin

«pour kde na 2 par pasde —1 »
@ Boucle sur i

e k — 1 comparaisons
e au plus k — 1 échanges

Boucles sur k
o Au total
o (n—1)+Nn-2)+...+1
comparaisons
o au plus
(n=1)+n-2)+...+1
échanges
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Tri a bulles
début Pendant le tri
pour k de na 2 par pas de —1 faire o Affectations : au plus 32=1)
pour i de 2 a k par pas de 1 faire C : . n(n—1)
si T[i] < T]i — 1] alors ¢ omparaisons - =
Donner & temp la valeur T{[i] <
Donner & T[i] la valeur Hypotheses
Tli—1] @ Chaque affectation prend un
Donner & T[i — 1] la valeur temps constant
temp @ Chaque comparaison prend
fin un temps constant
fin @ (A prendre avec précautions)

fin

fin
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Tri a bulles

Les tris
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début
pour k de na 2 par pas de —1 faire

fin

fin

pour i de 2 a k par pas de 1 faire
si T[i] < T[i — 1] alors
Donner & temp la valeur T{[i]
Donner a T[i] la valeur
Tli—1]
Donner & T[i — 1] la valeur
temp
fin

fin

Pour aller plus loin
00000000000

Pendant le tri

o Affectations : au plus 32=1)

o Comparaisons : 22-1)

Temps de calcul

@ La partie de degré 1 en n est
négligeable devant la partie en
n? quand n devient grand

@ Dutype K x r?

@ Croissance de type
quadratique par rapport a n

@ On dit que l'algorithme est en
O(r?)
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Tri fusion

Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)

Entrée : Un tableau T de n entiers et des entiers debut et fin
Résultat : Le tableau T trié entre debut et fin

début
variables locales : Un entier milieu, un tableau temp de n entiers

si debut < fin alors
Donner & milieu la valeur | %04+ |
TriFusion ( T,n,debut,milieu)
TriFusion ( T,n,milieu+1,fin)
Interclassement ( T,n,debut,milieu,fin)

fin
fin




Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
0000000000 00000000000 00000000000

Fonction Interclassement ( T,n,debut,milieu,fin)

Entrée : Un tableau T de n entiers, des entiers debut, milieu et fin
Résultat : Le tableau T interclassé entre debut et fin

début
variables locales : Des entiers i, j, k, un tableau temp de n entiers
Donner a i la valeur debut
Donner a j la valeur milieu + 1
pour k de debut a fin par pas de 1 faire
si (j > finou (i < milieu et T[i] < T[j])) alors
‘ Donner a temp[k] la valeur T[i]
Donner a i la valeur i + 1
sinon
Donner a temp[k] la valeur T[j]
‘ Donner aj la valeur j 4 1

fin
fin
% copier le tableau résultat femp a sa place dans le tableau T %
pour k de debut a fin par pas de 1 faire
| Donner a TI[kK] la valeur templk]
fin

fin
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Tri fusion

Remarque

@ Contrairement aux algorithmes précédents, le tri fusion
n’est pas un tri « en place », puisque l'interclassement
utilise un tableau auxiliaire de méme taille que le tableau
initial.

@ Avec une implémentation astucieuse, on peut améliorer la
gestion de la mémoire pour l'interclassement, mais
I'algorithme est alors ralenti.

@ Le tri par tas est un algorithme de tri en place sophistiqué
de complexité O(nlog n)
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Tri fusion

Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)

début
si debut < fin alors
Donner & milieu la valeur | 2e2utin |
TriFusion ( T,n,debut milieu)
TriFusion ( T,n,milieu+1,fin)
Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin)
fin
fin

Pour aller plus loin
00000000000
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Tri fusion
Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)
debut , Pendant le tri
si debut < fin alors _ c .
Donner & milieu la valeur | 2e2utin | Rl
TriFusion ( T,n,debut milieu) @ Calcul du mlll(?‘u .
TriFusion (T,n,milieu+1,fin) @ Appels récursifs a la fonction
Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin) TriFusion
fin

@ Interclassement
fin
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Tri fusion

Fonction TriFusion ( T,n,debut,fin)
début
si debut < fin alors _
Donner & milieu la valeur | 2e2utin |

Pendant le tri
@ Comparaison

TriFusion ( T,n,debut milieu) @ Calcul du mlll(?‘u .
TriFusion (T,n,milieu+1,fin) @ Appels récursifs a la fonction
Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin) TriFusion

fin
fin

@ Interclassement

Opérations élémentaire

@ comparaison
addition
division
affectation
appel récursif

© ©6 06 ©

— hypothése du co(t unitaire
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Tri fusion
Fonction Interclassement (T,n,debut,milieu,fin)
début Interclassemen
Donner a i la valeur debut terclassement
Donner & j la valeur milieu + 1 D.e’ux tableaux de m nombres déja
pour k ‘de qebut é‘ fin par pas de‘1 fairq tries
si (j > finou (i < milieu et T[i] < T[j])) @ deux affectations
alors

@ une addition

‘ Donner a temp[k] la valeur T[i] o premiére boucle sur k

Donner a i la valeur i + 1

sinon @ mpassages
Donner a templk] la valeur T[j] o trois tests
‘ Donner & j la valeur j + 1 o deux affectations
fin @ une addition
fin @ deuxiéme boucle sur k
pour k de debut a fin par pas de 1 faire e m passages
| Donner a T[k] la valeur temp[k] o une affectation
fin

fin
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Tri fusion

Fonction Interclassement ( T,n,debut,milieu,fin)

début Interclassement

Donner a i la valeur debut P
Donner  j la valeur milieu + 1 Deux tableaux de m nombres déja

pour k de debut a fin par pas de 1 faire tries
si (j > finou (i < milieu et T[i] < T[j])) @ 3mtests
alors

@ 3m + 2 affectations

‘ Donner a templk] la valeur T][i] o m+ 1 additions

Donner a i la valeur i + 1

sinon
Donner & templk] la valeur T[j] Interclassement
fin Donner a j la valeur j + 1 Deux tableaux de m nombres déja
fi triés
in
pour k de debut a fin par pas de 1 faire o Au total
| Donner a T[k] la valeur temp[k] o 7m+ 3 opérations
fin élémentaires

fin
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Tri fusion
Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)
début P : i
our simplifier
si debut < fin alors _ 2
Donner & milieu la valeur | 9etufin | on=2

TriFusion ( T,n,debut milieu)
TriFusion ( T,n,milieu+1,fin)
Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin)
fin
fin




Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin

0000000000 00000000080 00000000000
Tri fusion
Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)
debut , Co0t du tri
si debut < fin alors ) K
Donner & milieu la valeur | 2e2utin | @ Trier un tableau de 2
TriFusion ( T,n,debut,milieu) nombres = interclasser deux
TriFusion ( T,n,milieu+1,fin) tableaux de 2¥~' nombres
Interclassement ( T,n,debut,milieu,fin) déja triés + trier deux tableaux
fin

de 2k=1 nombres

@ Trier un tableau de 2¢—1
nombres = interclasser deux
tableaux de 252 nombres
déja triés + trier deux tableaux
de 2k=2 nombres

o Etc.

@ Trier un tableau de 2°
nombres : une comparaison

fin




Les nombres de Fibonacci Les tris Pour aller plus loin
0000000000 00000000000 00000000000

Tri fusion

Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)

debut Co(t du tri

si debut < fin alors _ T — Codtdutrid bl
Donner & milieu la valeur | 2e2utin | - fip = el el e el s EE

TriFusion ( T,n,debut milieu) de 2 nombres
TriFusion (T,n,milieu+1,fin) @ To=1 .
Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin) @ T 1=7x2"4+3+2xT;+3

fin
fin
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Tri fusion

Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)

debut Co(t du tri

si debut < fin alors _ T — Codtdutrid bl
Donner & milieu la valeur | 2e2utin | - fip = el el e el s EE

TriFusion ( T,n,debut milieu) de 2 nombres

TriFusion (T,n,milieu+1,fin) @ To=1 .

Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin) @ T 1=7x2"4+3+2xT;+3
fin

fin Dérécursivisation

o T = (Tk+1)2k-" + 6k
o Résultat a prendre avec
précautions
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Tri fusion
Fonction TriFusion (T,n,debut,fin)
debut Co(t du tri
si debut < fin alors _ ‘1
Donner & milieu la valeur | 2e2utin | ° Tk= (7k +1 )12 + 6k
TriFusion ( T,n,debutmilieu) opérations élémentaires

TriFusion ( T,n,milieu+1,fin)
| Interclassement ( T,n,debutmilieu,fin) Temps de calcul
fin fin @ Le terme en k est négligeable
devant le terme en k x 2K
quand k devient grand
@ Onrevienta n =2k
@ Dutype K x nlogn
@ On dit que l'algorithme est en

O(nlogn)
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Vérification expérimentale

157
4 k——k——% Tri selection
[+——+—— Tri insertion
7 O |O—C—O Tribulles
/ Tri fusion
7 /
/
4 /
107
] A
5
0 T T 1




Les nombres de Fibonacci
0000000000

Les tris
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Pour aller plus loin
00000000000

e Pour aller plus loin
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Des tris encore plus rapides ?

Onavu
@ Des algorithmes de tri dont la complexité dans le pire des
cas est en O(n?) (tri par insertion, tri par sélection, tri a
bulles)
@ Le tri fusion, dont la complexité dans le pire des cas est en
O(nlog n)

Peut-on faire mieux ?

Existe-t-il des algorithmes de tri asymptotiguement plus rapides
que le tri fusion de plus d’un facteur constant ?
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Une précision importante

Ces O sont en fait des ©
Les pires des cas se produisent effectivement :

@ Pour le tri par insertion, et le tri a bulles, le pire des cas se
produit quand le tableau est déja trié dans I'ordre inverse.

@ Pour le tri par sélection, toutes les exécutions sont a peu
prés les mémes

@ Pour le tri fusion, si la longueur du tableau est une
puissance de deux, c’est un peu plus rapide

Remarque
f(n)=_© (g(n))ssidN,c,CVn> N|c-g(n)| < |f(n)| <|C-g(n)

n—+o00
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Tris par comparaisons

Définition
@ Entrée ay,a,...,an
@ Les informations sur les objets a trier sont obtenues
?

uniquement par des comparaisons a; < a
@ (On suppose aj, a, . . ., an tous distincts)

Tous les algorithmes de tri qu’on a vus sont des tris par
comparaisons

Modele abstrait
o Arbre de décision

o Représenter toutes les comparaisons effectuées par
I'algorithme sur des entrées d’une taille donnée
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Tri par insertion de 3 éléments ay, a», az
32?33
> < a4
?a3

IA

a <a3
>

am

Q) Q.) Q)
@ N (,o fry
INA IA INA IA
o & 2 |®
IA IA IA IA
AV} j\V) ) V)
g = N N
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Arbre de décision pour un tri sur n éléments

Structure

@ Noeud interne : comparaison a;?a;

@ Arbre binaire : deux réponses possibles pour chaque
comparaison

@ Feuille : résultat du tri (étiquetée par une permutation de
1,...,n)

Exécution de I'algorithme

@ Chemin de la racine a une feuille
@ Nombre de comparaisons = nombre de nosuds internes

Algorithme correct
Toutes les n! permutations de 1,.. ., n sont des feuilles
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Nombre de comparaisons

Pire des cas
@ Plus long chemin de la racine a une feuille
@ Hauteur de I'arbre de décision

Théoreme

Un arbre de décision permettant de trier n éléments est de
hauteur Q(nlog n)

Remarque (Notation Q)
f(n)=_Q (g(n))ssidN,ctqg.Vn> N c|g(n)| < |f(n)|

n——+o0
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Preuve du théoreme

Théoréeme

Un arbre de décision permettant de trier n éléments est de
hauteur Q(nlog n)

@ hauteur de I'arbre h

@ un arbre binaire de hauteur h posséde au plus 2" feuilles

@ cet arbre de décision permet de trier n éléments

@ toutes les n! permutations apparaissent comme feuilles de
I'arbre

@ donc n! < 2" ou encore h > log,(n')

e formule de Stirling n! > (2)"

@ finalement
h > log, ((g)") = nlog,(n) — nlog,(e) = Q(nlog n)
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La réponse

Théoréeme

Un arbre de décision permettant de trier n éléments est de
hauteur Q(nlog n)

Corollaire

@ Aucun tri par comparaisons ne posséde une complexité
meilleure que O(nlog n)

@ Le tri fusion a une complexité optimale

Remarque

Ce résultat ne concerne que les tris par comparaisons, puisqu'il
est basé sur le modéle des arbres de décision.
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D’autres tris

Deux exemples qui ne sont pas des tris par comparaisons

@ Tri par dénombrement
e permet de trier des nombres bornés
@ Tri par base
e permet de trier des nombres de longueur bornée

Avant-go(t
On va voir que ces tris ont une complexité linéaire

Remarque

Mais ce sont des tris spécialisés, qui ne permettent pas de trier
n’importe quelles données
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Tri par dénombrement

Hypothese
Les entiers a trier appartiennenta {0,...,k — 1}

Principe
o Créer un tableau compte de longueur k rempli de 0
@ Parcourir le tableau T a trier
@ Pour tout /, incrémenter Compte [T[i]]

o Ensuite, parcourir de nouveau le tableau T en le
remplissant de Compte [0] fois le nombre 0, suivis de
Compte [1] fois le nombre 1, etc.
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Tri par dénombrement

Complexité

Pourvu que k ne soit pas trop grand (c.-a-d. k = O(n)), le tri
par dénombrement est en O(n) car essentiellement on
parcourt deux fois le tableau a trier.

Remarque

Une contradiction ?
Non, car ce n’est pas un tri par comparaisons !
Cet algorithme n’effectue d’ailleurs aucune comparaison...
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Tri par base

Hypothese

Les tris
00000000000

Les entiers a trier ont une longueur fixe

Exemple

329
457
657
839
436
720
355

720
355
436
457
657
329
839

/[\

720
329
436

= 839 =

355
457
657

1

329
355
436
457
657
720
839

/]\

Pour aller plus loin
00000000008
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Tri par base

Principe
@ On trie d’abord selon le chiffre des unités
@ Puis selon le chiffre suivant, etc.
@ On termine par le chiffre de plus grand poids

o |l est essentiel d’utiliser pour les étapes intermédiaires un
tri stable

Remarque

Un tri stable est un tri qui conserve 'ordre relatif des indices
des valeurs égales
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Tri par base

Complexité
@ Tout dépend de celle du tri stable utilisé...
@ |l semble raisonnable d’utiliser un tri par dénombrement,
puisque les chiffres dans une base donnée sont peu
nombreux.

@ La complexité du tri par base est alors en O(n), puisqu’on
appligue un nombre fixe de fois un algorithme linéaire.
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