LES ALGEBRISTES ITALIENS DE LA RENAISSANCE ET L’'INT RODUCTION
DES NOMBRES COMPLEXES

|. PRELIMINAIRE : PROBLEMES DU SECOND DEGRE
1) Résoudre darR I'équation x> —10x+ 20= C.

2) Déterminer deux nombres réglety tels que leur somme vaut 10 et leur produit v&ut 2
3) Déterminer deux nombres réglety tels que leur somme vaut 10 et leur produit v&@ut 4

Il. AUDACE DE CARDAN

Jérébme Cardan (Girolamo Cardano) (né a Pavie ed i5@nort a Rome 1576) est un
mathématicien italien qui cherche a résoudre lemtimns polynomiales de degré 3 (a son
époque la résolution des equations de degré Zigstcbnnue). En 1545, Cardan pubhes
Magna dans lequel il résout toutes les equatlonseﬂlﬁdbgre ainsi que celle dlﬁ"lfdegre
Son principe consiste a ramener les problemesaikiéme degré a des problémes du second
degré ; ce faisant, on trouve dans son ceuvre, rayigphe bien étonnant. Le voici dans sa
version originale et dans une traduction en fracai

REGLE II
Le second genre de position fausse est pour les
tfalfz,_jcﬁ Pe: racines m.; et je donne un exemple : si l'on te
‘ dit, partage 10 en deux parties dont le produit
arum  fasse 30 ou 40, il est évident que ce cas ou ce
reliquam: ué‘t‘u, prodacatur “30. probléme est impossible, nous procéderons
aut 4o. _m ifeftum’eft quadcafusfeuquw- cependant ainsi : nous partagerons 10 en deux
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d}!‘}‘d ,ﬂ"ﬁ?_‘_?}'_ls me-  elle-méme, cela donne 25 ; de 25 tu retrancheras

‘ fe.t, ‘ f‘."s"?s fe;; 23+ |e produit lui-méme, c'est-a-dire 40, et comme je

;l; wn . Perauoh fig: ‘;:mg"l':‘ te l'ai enseigné dans le chapitre sur les
», L 0 3 3 C 7 . s . . ~

bro eﬁduumm. lS mms y dd“a & opérations, au sixieme livre, il resteifa15 dont

la racine carrée respectivement ajoutée et
3 40- Eﬂll‘lttgltwf retranchée a 5 fait voir les parties qui multipdiée
Be. . 15 5.:5 m By, 'une par l'autre font 40, celles-ci seront donc
5pR .Mm.1fet5. MR .M.1E.

1) Dans I'’énoncé de sa regle Il, a quel problémed&@as’intéresse-t-il ? A quelle équation
(écrite dans le langage algébrique moderne) cedariduit-il a résoudre ?
2) Sachant que les symbolgs et p. utilisés par Cardan signifient respectivement s

et «plus » et que le symbolR . signifie «racine carrée de », écrire avec lesatimis

modernes les solutions qu’il propose au problemegy @-t-il d’étonnant ?

3) Ecrire les étapes de I'algorithme de Cardan p&ant d’obtenir les solutions et vérifier
gu’elles correspondent a la résolution d’une éguatiu second degré.

3) Conscient de I'effort qu’il demande a ses lerdeCardan propose une démonstration dans
laquelle il écrit en substance : « mais, commeekder est moins [que zéro], tu imagineras
M. 15, qui est la différence de 25 avec le quadruplé@egue tu dois ajouter et retrancher de

5, tu auras ce qui était cherche, a sawipR, .Mm.1f et 5. MR .M.1E. Fais le produit de
5.pR,.M.1f par 5.MR, .M. 1E, une fois passés les supplices, tu trouvé&@smn. m.1:, ce

qui est p.15, et donc ce produit est 40. [...] cette quantité, egt vraiment sophistiquée,
parce qu'a travers elle I'on ne peut poursuivrdriagsux, comme avec les purs moins et les
autres ...»

a) Comment Cardan congoit-il les nouveaux « objeteathématiques dont il parle ?
Quelle est leur utilité ? Répondre en citant legex

b) Vérifier, comme Cardan le suggére, que les dembres originaux qu’il propose
sont bien solutions du probléme initial qu’il devaisoudre.



[ll. LA NOTATION D'’EULER

A la suite des travaux des algébristes italiensn(oe Cardan), les mathématiciens vont
conserver, pendant plus de deux siecles, des ogatjui reviennent aujourd’hui & écrire un

nombre négatif sous un radical de racine car@est Euler (mathématicien suisse, 1707 —
1783) qui met en évidence le probleme relatif aotations utilisées pour les racines carrées de
nombres négatifs dans un texte datant de 1I7@dt nombre réel négati pouvant s’écrire sous

la forme a=—1><|al, Euler tente, de facon analogue, d’exprimer line carrée de tout

nombre négatif a I'aide dd-1. Comme il I'écrit lui-méme : e gu’il y a d'impossible dans
une quantité imaginaire, peut toujours se réduire/al ». Pour cela, il s’'appuie sur les
regles habituelles sur les racines carrées.

1) En utilisant la formuleyab =+/ax~/b, écrire en fonction de/~1, les nombres/—4,
J-9 et /-16, comme le fait Euler dans son texte.

2) Grace a cette méme régle, quelle valeur Eulened-il a+/-2x+/=3 ? Et a/-1x~/-1 ?

3) Apres avoir exprimé la racine carrée de tout Imemégatif aveo/-1, Euler s’apercoit
d’'une contradiction dans cette notation.

Quelle doit étre la valeur de/ax~/a ? En particulier, quelle devrait étre la valeur de
\/——].X\/——l ? Quelle est alors la fameuse contradiction cagetans le symbole/—_l ?

Euler propose donc d’abandonner la notatib?l et de la remplacer par la letirdettre initiale du
mot « imaginaire ». Ainsi, cette notation représdatquantité non réelle qui, élevée au carré, vaut
Des lors, on utilisera cette notation et on résarleracine carrée aux nombres réels positifs.
4) A I'aide de la nouvelle notatidnécrire le nombre dont le carré est —4, —16, —8%,et 5.

5) Reprenons I'équation du second degré résolue€Cpatan, a savoir x> —10x+ 40= C et
« imaginons » que I'on puisse la résoudre comnlesgli ont des solutions réelles :
2
a) Calculer son discriminantet montrer que\ = (Zi\/l_S) :

b) Ecrire en fonction deé les solutions de I'équation et vérifier que cetsoalles
proposées par Cardan.

IV. RESOLUTION DES EQUATIONS DU SECOND DEGRE

1) Vérifier que I'équationx® +9=0 n’a pas de solution réelle. Quelles sont ses isolsiten
fonction del ?

2) Vérifier que I'équationx” —4x+5= 0 n’a pas de solution réelle. Montrer que I'équation

x> —4x+5= 0 équivaut <’51(x—2)2 =i*. En déduire les deux solutions de cette équation e

fonction dei (on les écrira sous la fornee+ bi oua etb sont deux nombres réels).
3) Il semble qu’en généralisant ce procédé, togmgaon du second degré de la forme

ax’ + bx+ c=0 ol a# 0 pourrait étre résolue.

a) Montrer, par mise sous forme canonique, que
2 2
ax’ + bx+ c=0 = ( )&Ej —AZ =0 puis queax’ + bx+ c=0 = ( x+£j =A2
2a 4a 2a 4a

ou A désigne le discriminar#® — 4ac.

2
b) LorsqueA <0, justifier que I'on peut écriré = (i |A|) et ensuite que :

5 (.
ax’ + bx+ c=0 = ( x+£j = ﬂ
2a 2a

c) En déduire deux solutions en fonction idet constater I'analogie des formules
donnant les solutions dans le cas réel.
4) Résoudre I'équatiorBx®+2x+1= 0 en calculant le discriminant et en utilisant les
formules précédentes. Vérifier que les solutionsvpat s’écrire sous la forma+ bi oua et
b sont deux nombres réels.



V. UN NOUVEL ENSEMBLE DE NOMBRES
Dans la partie précédente, on a vu que toutesglesatiéns du second degré n’ayant pas de
solutions réelles ont deux solutions de la foravebi oua etb sont deux nombres réelsiet

est un nombre tel queIR eti*=-1.
On va alors s'intéresser a I'ensemble des nombeeks dormea+bi ou a et b sont deux

nombres réels, appeldsmbres complexesOn noteC I'ensemble des nombres complexes.

Ainsi, I'ensembleC contient I'ensembl& (lorsqueb = 0) et permet de résoudre toutes les

égquations du second degré. En revanche, dans sembte, le carré d’'un nombre peut étre
négatif !

On remarquera (si cela n'est pas déja fait!) quesdmme, la différence, le produit et le
qguotient de deux nombres rationnels est un nonati@nnel, et qu’il en est de méme pour les
nombres réels. En revanche, si la somme, le pratiuileux entiers relatifs est un entier
relatif, le quotient de deux entiers relatifs n'gsts forcément un entier. Cette propriété

remarquable dé) et deR se résume en disant que ces deux ensembles deasosant des

corps. Qu’en est-il de 'ensemble?

a) Soitz=6-2i et z'=-1+1. Calculerz+ Z, z- Z' et zz'; vérifier que les résultats
peuvent s’écrire sous la forme la forrae bi aveca etb réels.

b) Plus généralement, montrer que la somme, l&rdifte et le produit de deux
nombres complexeset z' peuvent s’écrire sous la forme la forme bi aveca etb réels.

c) Soit z=4+5i. On appelleconjugué de z le nombre complex& =4-5i. Calculer
Zz et vérifier que ce produit est un réel positif. Eiisant le conjugué, écrire l'inverse de
sans au dénominateur.

d) Montrer plus généralement que le produit duwmbre complexe et de son
conjugué est un nombre réel positif. En déduirelgoeerse d’'un nombre complexe non nul
peut s’écrire sous la forme+ bi aveca etb réels.

e) Le quotient de deux nombres complexes peuwdtijotirs s’écrire sous la forme
a+ bi aveca etb réels ?

VI. ALGEBRE DE BOMBELLI

Raffaele Bombelli (Bologne 1526 — Rome 1572 enel) un ingénieur et mathématicien
italien de la Renaissance. Il a le projet, des 18%¢rire un livre d’algébre accessible au plus
grand nombre dans lequel les connaissances algébrie I'époque seraient consignées de
fagon systématique et logique. En 1572, les trogsniers livres de soAlgebrasont publiés.

A I'époque ou Bombelli écrit, la méthode de Carganr résoudre des équations de degré 3
est connue. Dans le cas de I'équatida eube égal aux quantités et au nombye'est-a-dire

de I'équation de la forme® = px+ ¢, la résolution de Cardan conduit & la formule :

S ERCR A CREE

Mais cette formule oblige a écrire la racine cawl@ame différence, différence qui peut étre
négative (c’'est le cas irréductible, comme l'appeéllardan). Dans I'ouvrage de Bombelli,
c’est son habileté a utiliser les racines carréenaimbres négatifs qui retient I'attention (il y
énonce des regles de calcul). Voici un extraituitade I'italien :

« J’ai trouvé une autre sorte de racines tresréiffi@ des autres, laquelle parait au chapitre du
cube égal aux quantités et au nombre, quand le dulieers des quantités est supérieur au
carré de la moitié du nombre comme cela sera démalains ce chapitre, laquelle sorte de
racine carrée a, dans son algorithme, une autmatiq@e que les autres, et un nom différent ;
parce que lorsque le cube du tiers des quantitésipérieur au carré de la moitié du nombre,
leur excés ne peut appelé ni plus ni moins, cepdnéal’appellerai plus de moingi( di
menq quand il faudra I'ajouter et quand il faudradtrancher, je I'appellerai moins de moins
(meno di menyg; [...] Celle-ci paraitra a beaucoup plutdt soghiste que réelle, et jai eu
cette méme opinion, jusqu’a ce que jaie trouvédémonstration en lignes et d’abord, je
traiterai de la multiplication, en posant la regle plus et du moinslg regola del piu &
menq :




Piti uia piti di meno, fa pilrdi meno. ‘ P'US_I?ar_ plus de m‘?'\ns_donne plus de mamns (
Meno uia pilt di meno,fa meno di meno. via piu di meno fa piu di meho.. »

Pil uia meno di meno, fa meno dimeno. -

Meno uia meno di meno,fa piti di meno.

Piti di meno via pitr di meno,fa meno.

Pit di meno wia men di meno,fa piu.

Meno di meno uia pitt dimeno,fa pil.

Meno di menouia gien di meno fa meno.

1) Dans quelle situation Bombelli a-t-il trouvé smutre sorte de racin@

2) En fait, avec la notation d’Euler, fgiu di meno(lorsqu'il faut — T 5

ajouter) correspond a 'opératiom et lemeno di mendglorsqu’il faut )

soustraire) correspond a.-En utilisantla regola del piut & men =)

donnée par Bombelli, compléter la table ci-contriaiee correspondre T

chacune des multiplications aux phrases.

3) Voici comment Bombelli énonce les régles de sation degitl di L™

menoetmeno di mengsachant que p. di m. abrégi@ di mengetc.) :
Sommare di p.dim. @ m.dim.

Lo fommare dip. di m.¢ m. dim.hile fue regole
(come nell'altre ) le qualifi poneranno con'la breuiti
{olita. 1H0G.T

_Piu ‘con 'p. di m. non fi pud fommare , - fe non dire
pit p.di m.come fe fidicefle(fommifi p.s.con p.dim.8)
fa 5.p.di m.8,& il medefimo del m.di m.

P dim.con p.di m.fi fomma,e £ p.dim.
~ Pibdim.conm.dim. fi caua  eloreftante & del no-
e della maggior quantira.

Men dim.con m.di m.fi fomma, & fa m.di m.

Sommifi p.di m.8.con m.di m.5.fa p.dim.3. Par exemple- ' . :
Sommifi p.di m.is.con m dim.28.fam.dim.13. sommer p. di m. 8. avec m. di m. 5. donne p. di
Sommifi m.di m. 12.con m.di m.6.fam.dim.1 8. m. 3. Autrement dit, on écrirait aujourd’hui :
Sommifi p.dim.6.con p.di mas.fa p.dim.zr. (+8i ) + (_5 ) =+3

_ Ereflendo chiara per li effempij propofti la opera~

tionc,uerroalic R ¢, L.doue fla laimporeanza, & douc  Réécrire de fagon similaire les autres exemples
il cafo pud intrauenire , . donnés dans le texte.
4) De quels nombres Bombelli calcule-t-il le culamsl chacun des deux exemples suivants ?

Réécrire et vérifier ses multiplications en utifiséa notation.
; m. di m. 1. M. I.

; g[cilll 2’1 1 | m di m 1. m. L
7?76—?&1 m 12.p. di m. 13, m. . p. di m. 1. p. di M. 1. p. T
P @ 7. p di m.o24 p. di m. 2,
3. pdi m. 4 : m dirm. 1. m. 1.
m. 21, m. 96. p. di m. 72. m, di m. 28. Cubato 2..m. diim. 2.

m. 117.p. di m. 44

5) Bombelli s’'intéresse a I'équatiox’ =15x+ 4 qu’il note, o8

3 1 . 1, Egualed 15. * p. 4.
avec ses propres symbole§=15p.4. Pour cela, il R &
appligue la formule de Cardan qu’il résume par éditp 3 .
algorithme ci-contre. Vérifier que cette équatic } i _4:
correspond au cas irréductible de Cardan. Trad 5e gy
l'algorithme de Bombelli avec les notations modermet :s- Ruqip.di e
indiquer quelle solution il trouve & I'équation. 2 g

Quels commentaires suggeérent ses calculs et séosolu iOmmaR-q-P-di m.21.Refta R.q.p.dim. 121,
Remarques : les abréviatiosq. et R.c.L... signifient L;‘;'j‘:g’;g";“‘l"'-‘ R"'L':'“n:'gfm""
. . . . 3 ele Jn.aim.r.,
«racine quadratique de ... » et «racine cubique.dg le Sommatifanno 4. che élaualuta del Tanto ,

mot «lato » (étymologiqguement6té est la racine cubique.



